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Roc¢nik: 2.

Goniometrické rovnice

Funkce
sin x — sinus (x = argument sinu) x € (—1; 1)

cos x — kosinus (x = argument kosinu),x € (—1; 1)

tg x — tangens (x = argument tangenty), x € R

Existuji ¢tyfi goniometrické funkce — sinus,
kosinus, tangens a kotangens. Vyraz (Cislo),
ze kterého je dana funkce (v obecném tvaru je
to X) se nazyvéa argument. Argument mize u
sinu a kosinu byt libovolné ¢islo v intervalu
od minus jedné do jedné. U tangenty a

cotg x — kotangens (x = argument kotangenty),x € R kotangenty mulze byt argument jakékoliv

Vzorce

—

libovolné ¢islo.

Nize naleznete spoustu vzorct, které se nejcastéji pouzivaji pii feseni goniometrickych rovnic. VSechny tyto

vzorce je mozné pouzit, ale samoziejme neni nutné vSechny nazpamét znat (leckdy 1 nemozné). Vzorce,

které jsou niZe tucné zvyraznény, jsou doporucené si zapamatovat, jelikoZ jsou nejzakladnéjSimi a

nejcastéjsimi vzorci v rtiznych tlohach, samozirejmé ale narazite i na ostatni vzorce, takze zalezi jenom

na vas zda se je naucite vSechny nebo ne.

Zakladni vzorce:

sin x
tgx =
COS X
COS X
cotgx = —
sinx

tgx-cotgx =1
sin?x +cos?x =1

Souctoveé vzorce:

sin(x +y) =sinxcosy + cosxsiny
sin(x — y) = sinx cosy — cosxsiny
cos(x +y) = cosxcosy — sinxsiny

cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny

tgx +tgy

g +y) = “tgx tgy
_ tgx—tgy

tglx —y) = 1+tgx-tgy

Vztahy pro dvojnasobny a polovi¢ni uhel:

sin2x = 2sinx-cosx

Skola: Gymnéazium J. K. Tyla

cos2x = cos? x — sin? x

2tgx
tgzx=1+tg2x
| X 1—cosx
sm2 = >
| x| 1+ cosx
cos2 = >
|t fl_ 1—cosx
g2 |1+ cosx

Vztahy pro soucet a rozdil:

x+y x-—y
cosx +cosy = 2cos cos
2 2
L X+y x—Yy
cosx —cosy = —2sin sin
2 2
X+ X —
sinx +siny = 2sin ycos 4
2 2
. . Xty x—y
sinx —siny = 2 cos 5 sin 5
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sinx =<

2

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Nejdiive z tabulky pro goniometrické funkce zjistime,

kdy je sinus roven % Je to tedy hodnota % kterou

Bl o — pfeneseme na jednotkovou kruznici, a poté pomoci
osové soumérnosti zjistime i druhé feSeni — viz obr.
vlevo.

- _ Argument sinu porovname s vyslednymi hodnotami,

X, = o + 2km / které jsme zjistili na kruznici. K této hodnoté jesté
pridavame (pfic¢itdme) 2km, coz znaci, ze se tato

hodnota opakuje vzdy jedenkrat za jedno kolo (ten

x, =—m+ 2kn ., . L. . y
6 stejny bod je na kruznici pouze jednou — popf.

neopakuje se pravidelng).

} / Celkové teseni zapisujeme ve tvaru: K = Upez{x1; x5}

14 5
K = U{€+ 2km; —m + 2km — kde misto x; a x, dosadime vysledné hodnoty

6
kez Vv radianech.
i (2 Ty V3 ) Takto zadané rovnice fteSime tak, jako kdyby
Sm( x+§) -2 v argumentu sinu bylo pouze x. Piedpokladame

tedy, kdy sin x je roven —?. To zjistime z tabulky

pro goniometrické funkce, a poté dofeSime na
jednotkové kruznici — viz obr. vlevo. KdyZ mame
vysledné uhly, tak je dame do rovnosti
s argumentem sinu, vzniknou nam tak rovnice o
jedné neznamé, ze kterych vyjadiime neznamou X,
¢imz dostaneme celkové feSeni této goniometrické
rovnice.

Prvni feseni (a):

T

_2 + 2k
3=37 T

2x, +

2xy =m+ 2kt /:2

/4
x1=E+kn

Druhé feseni (B):

m 5
2x, + 3=37" . Celkové feSeni zapisujeme ve tvaru: K = Uyez{xs; x5}

4 — kde misto x; a x, dosadime vysledné hodnoty
2%, = 37 + 2km /:2 Vv radidnech.
2 T 2
X, =-—m+kn K=U{—+k1t;—1t+k1r}
3 2 3
k€T
2
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cos (= 1) = L2 h

£~

a0

Prvni feseni (a):

2T ok
X1 22 T \
= — 2k
X1 41T+ 14

4
x1=5+2kn

Druhé feseni (B):

T
XZ—Z=ZT[+2kT[

X, = 2m + 2kn - 2km

K= U{g+2kn; 2k} /

keZ

Skola: Gymnéazium J. K. Tyla

Roc¢nik: 2.

Nejdfive ztabulky pro goniometrické funkce
zjistime, kdy se kosinus rovna pravé stran¢ rovnice,

tedy vnasem piipadé Ccislu g Priklad nejprve
feSime tak, jako kdyby na levé strané byl cos x, tedy

ze vargumentu kosinu je pouze x (bez dalSich
Clend).

Kdyz na jednotkové kruznici nalezneme feseni (viz
obr. vyse), tak vysledek (vysledky) porovname
sargumentem Kkosinu. Z rovnice poté vyjadiime
neznamou X. — Viz rovnice vlevo.

Celkové feseni zapisujeme Ve tvaru: K = Upez{x1; x5}
— kde misto x; a x, dosadime vysledné hodnoty
Vv radianech.

3
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_ Roc¢nik: 2.
2 X T 23 Abychom mohli pouzit jednotkovou kruznici, tak musi byt na levé
—3tg (E + Z) R stran€ rovnice funkce sama (bez ¢isla pfed nebo za). VSe kromé
L funkce pfevedeme z levé ¢asti rovnice na druhou stranu, nasledné
X T 2v3 V3 rovnici upravime a dostaneme takovy tvar, na ktery jiz lze aplikovat
t8 (E + Z) -~ T3 2 znama jednotkova kruznice.
tg (g + %) = -1 )
KdyZz mame vhodny tvar, tak opét z tabulky pro
goniometrické funkce zjistime, kdy tanx = —1,
poté vysledek, ktery zjistime na kruznici, dame
QN ' L do rovnosti s argumentem tangenty. JelikoZ se
jedné o tangens, tak zde staci pouze feSeni alfa
(popf. beta, to je zcela na vas), tudiz nemusime
pocitat dvé rovnice jako u sinu ¢i kosinu, ale
staci pouze jedna — viz feSeni a vlevo.
Reseni (): o ]
X + T_ Zn + ki Zde je zcela zbytecné, aby tam bylo 3, jelikoZ 3® znamena
2 4 4 jeden a pul kola a nam stac¢i pouze feseni v jednom kole (to,
x 6 7e nam feSeni sta¢i pouze v jednom kole, znaéi ¢islo, které
24" thkm /-2 pri¢itame, v naSem piipadé je to 2km, kdybychom pficitali

pouze km, tak by nas zajimala feSeni pouze v pilkruhu
apod.). Muzeme tedy jedno kolo zrusit, tedy od 3=
odecteme 2m, ziistane tedy pouhé m.

_N Celkové teseni zapisujeme ve tvaru: K = Upez{x1; x5}
K= U{Tr + 2k}

— kde misto x; a x, dosadime vysledné hodnoty
kEZ Vv radianech.

x=3n+2kn >+ 2km

4
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cotg (; - %) =—3

A

—_

Mew s

Téma: Goniometrické rovnice
Roc¢nik: 2.

Nejdiive zjistime, kdy cotgx = —/3
ztabulky pro goniometrické funkce.
Nasledn¢ pouzijeme jednotkovou kruznici,
na které si nalezneme pozadovany
vysledek (u tangenty a kotangenty staci
pouze jedno feseni, bud’ feSeni alfa, nebo
beta, je na vas, které si vyberete). Vysledek
pak dame do rovnosti sargumentem
kotangenty, kde vyjadiime neznamou X —
viz feSeni a vlevo.

Zde je opét zbytecné, aby tam bylo g , jelikoz g T Znamena

(to, Ze nam feSeni staci pouze v jednom kole, znaci ¢islo,

pricitali pouze km, tak by nas zajimala fteSeni pouze

— +2k
_’ LT
X 37'[ s 3 T

K=U{§+2kn} /

keZ

Skola: Gymnéazium J. K. Tyla

5

I
3
x 7 jedno a tfetina kola a nam sta¢i pouze feseni v jednom kole
s=—-m+kmr /2
2 6
14 .
x=—2m + 2km

Vv ptilkruhu apod.). Miizeme tedy jedno kolo zrusit, tedy od

g © odeCteme 27, zlistane tedy pouhych E

Celkové feseni zapisujeme ve tvaru: K = Upez{x1; x5}
— kde misto x; a x, dosadime vysledné hodnoty
Vv radidnech.

© Upravy miiZe provadét pouze tym Serveru www.nasprtej.cz.



Autor: Marek Liska WWW.nasprtej.cz Téma: Goniometrické rovnice

Roc¢nik: 2.
2sin?x —sinx =0 Pti takto zadané rovnici je nejlepsi zavést substituci, tzn., Ze
_ _ sin x se bude rovnat y.
Substituce: y = sin x
22—y =0 > Pomoci této metody ndm vznikne kvadraticka rovnice, kde
vytkneme pouze y, a poté uz jen zjistime nulové body. Tyto
yQ2y—-1)=0 body jsou pak fesenim pro substituci, ale nejsou celkovym
1 feSenim rovnice, proto tyto hodnoty musime dosadit zpatky
yi=0 y,= 5 do substituce zay.
Dosazeni zpatky do substituce: —
_ -~ - Po dosazeni bodi za y nam vznikne tvar, ktery
sinx =0 / vyfeSime pomoci jednotkové kruznice, tzn., Ze
_ / \ Z tabulky pro goniometrické funkce, kterou je dobré
x=0+kr \ Y pro g ]

___ si pamatovat, zjistime, Ze hodnota nula je pro sinus

j V thlu nula, pficemz se tato hodnota opakuje vzdy
\ / za pul kruznice. ReSenim tedy je 0 + km (obvykle
\ se do fesSeni nula jiz nepiSe).

— T Nejdiive opét z tabulky pro goniometrické funkce
sinx = — zjistime, Ze hodnota % je pro sinus v uhlu 30°, tedy

N y g, coz se opakuje vzdy jedenkrat za kruznici. Druhé
X1 = 6 + 2km "‘ st | ‘| reSeni dostaneme tak, Zze bod, ktery nam na
/ kruznici  vySel, pfevedeme pomoci osové

X, = ~m + 2km \ soumérnosti pfes vodorovnou pilici osu, ¢imz nam

vyjde druhy bod, ktery ma ahel p. Uhel B je velky

: . o 1 : 5
- jako celé m prave bez PR tedy je roven P

Celkové feseni zapisujeme ve tvaru: K = Uyez{x1; x5}
K= U{kn; %+2k1‘t; gn. + an.} / — kde misto x; a x, dosadime vysledné hodnoty

b= V radianech.

6
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Roc¢nik: 2.
2
tg3x — cotg3x = 73 Kotangens muiZeme také vyjadfit pomoci vztahu
3 2 cotgx = tgix , tedy v naSem piipadé tg%.
tg3x — =—
g% tg3x /3
Substituce: y = tg 3x Déle uzijeme substituci, pomoci které ziskdme
kvadratickou rovnici, kterou vyfe§Sime s pouzitim

1_2 ck kvadratickou rovnici
y——=— /'y\/§ vzorecku pro kv .

y V3
V3y? -3 =2y
V3y2—2y—+v3=0

_Zi\[(_z)2_4_\/§.(_\/§)_ Zi /4+12_2i‘/16
Yz = 243 23 243

244 6 3 V3 3V3
e
23 2¥3 V3 V3 3
2-4 2 1 V3 43

T3 T w3 VB33

Dosazeni zpatky do substituce:
tg3x =3 Kofeny kvadratické rovnice musime dosadit zpatky do
n substituce. Tuto situaci vyfeSime vzdy pomoci jednotkové
3x = 3 +km /:3 kruznice. Zde zjistime, pro které uhly plati vysledné
/e hodnoty z kvadratické rovnice pro tan x. Hodnoty nasledné
X = n + k_ﬂ dame do rovnosti s argumentem tangenty. Poté z rovnice
9 3 vyjadiime nezndmou X, ¢imz dostaneme vysledné feSeni

této goniometrické rovnice.

Opét po dosazeni kotenu z kvadratické rovnice za

y nam vySel tvar, ktery vyfeSime pomoci
jednotkové kruznice, kde zjistime hodnotu uhlu
pouze pro tanx, kterou nasledné¢ dame do
rovnosti sargumentem tangenty. Zde pak
vyjadiime nezndmou X.

V3
tg3x = —3

5
3x=-m+knr /:3

6
5 km
X = En + 3
Celkové feseni zapisujeme ve tvaru: K = Upez{xq; x5}
/ — kde misto x; a x, dosadime vysledné hodnoty
K = U {E N km 5 N k_n} v radianech.
Uo7 371873
keL.

7
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sin 2x + cos2x = sinx + cosx

sin 2x — sinx = cosx — cos 2x

2x+x  2x—x o x+2x  x—2x

2 cos sin = —25sin sin
2 2 2

) 3x X 9 s x o ox )
cos—-sino = sin—-sin—7 /1 (=2)

3x X 3x  x
cos > sm2 = sin > sm2

3x  x - 3x X
cos2 sm2 sm2 sm2—

COS— — sin—

Sin E 2 2

x( 3x 3x>=0 /

Téma: Goniometrické rovnice
Roc¢nik: 2.

Nejdiive prevedeme stejné goniometrické
funkce na jednu stranu rovnice. Dale

aplikujeme vzorecek sinx —siny =
x+y . x-y

2 cos—=sin=—= na levou stranu rovnice a
. Xty . x-y

COSX —COSy = —2 sin=—=sin== na pravou

stranu rovnice. Nasledné celou rovnici

vydélime minus dvéma.

/ Vse pievedeme na druhou stranu a vytkneme sin g
0

Zde si ur¢ime nulové body rovnice, tedy kdyz sing =0

3x . 3x . , v ’
a cos— —sin— = 0. Vzniknou nam tak dvé nové

rovnice, které budeme samostatné pocitat, piiCemz
jejich kone¢né vysledky nasledné sjednotime.

Tuto situaci vyfeSime pomoci jednotkové kruznice, kde
zjistime, pro které thly je pouze sinx roven nule.
Vysledek pak dame do rovnosti s argumentem sinu —
viz kapitola Jednotkova kruznice, kterou naleznete na
WWW.nasprtej.cz.

Nulové body:
. X —0 B
sin 5= .
X 04k ,
2 m / [
x=0+42km \‘ ]
3x - 3x _o ~_ | -
cos > — sin > = N
- 3x 3 3x ( 3x>
sin > = cos > /: cos >

Skola: Gymnéazium J. K. Tyla

V této

situaci feSime opét goniometrickou

. . 1z Y%7 v 3x
rovnici, kterou nejlépe vytfeSime tak, ze cos—
pievedeme na druhou stranu rovnice, a poté celou

- 1 3 o ., .
rovnici vydélime — cos > ¢imz nam vznikne

, , p sinx
vyraz, ktery lze pomoci vztahu ou, = fanx
y . 3x L ey
pfepsat jako tan > Dostaneme tak tvar, ktery jiz

muzeme fesit pomoci jednotkové kruznice — viz

obr. vlevo.

Celkové feseni zapisujeme ve tvaru: K = Upez{x1; x5}

— kde misto x; a x, dosadime vysledné hodnoty
v radianech.

8
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Roc¢nik: 2.
sin* x — cos? x = 1 Tyto rovnici mizeme vyfesit tak, ze
2 pouzijeme vzoreCek sin?x + cos?x =1,
sin*x —cos?x - cos?x = 1 Ze kterého si Vyjédﬁme kosinus
2 1 (1 —sin?x) a dosadime do rovnice za
sin*x — (1 —sin? x)(1 — sin®x) = 5 cos? .
sin“x—1+sin2x+sin2x—sin4x=N . — Ly
2 Zavorky roznasobime, a poté vyrazy
2sin2x — 1 = 1 secCteme.
2
3
2sin?x = 5 /:2
sin? x — 3 _~  Po upraveni dostaneme goniometrickou funkci s druhou
4 mocninou. Celou rovnici umocnime, ¢imz ale musime
V3 K vyrazu na pravé strané rovnice ptidat znaménko ,,plus
sinx = +— minus®, jelikoz vyraz muize byt jak kladny, tak i

zaporny, jelikoZ se jednd o sudou mocninu.

5%

. — 4>
sinx 5 /

sinx = — —

T /\
§ + Zkﬂ / \ \\
_ 2 [ \ |

3 /
smx——

4 \
X3 =—7T+2k77,' \

3 77N |

5 ‘ ; |
x —§n+2kn \ /

K—U{"+k N }
= 3 w37+ kn

Dostaneme tak dvé tfeSeni, prvni, kdyz je prava
strana rovnice kladna a druhé, kdyz je zaporna,
tudiz teSime dv€ samostatné rovnice, pficem?Z
jejich vysledky posléze sjednotime.

Dostali jsme ctyfi vysledky, které je mozné (obvykle
povinné) sjednotit do vysledkii dvou. Na obrazku nize
vidite ¢tyfi body (dva Zluté, dva modré). Modré body
jsou od sebe vzdaleny pul kruznice, tudiz staci zapsat

pouze jeden bod a za néj napsat km, tedy §+ kr.
Stejnym zptsobem postupujeme i se zlutymi body.
Opét jsou od sebe vzdaleny pualku kruznice, takze

napiSeme pouze jeden zluty bod a k nému misto 2kn
dame jen k.

> Celkové feseni zapisujeme ve tvaru: K = Ugez{xq; x2}
— kde misto x; a x, dosadime vysledné hodnoty

V radianech.

Skola: Gymnéazium J. K. Tyla
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X . X
cos=—sin==0
4 2

_x
=3

cosa —sin2a=0

Roc¢nik: 2.
V této rovnici bude nejlepsi pouziti
substituce na argument goniometrické

funkce, tzn., Ze zavedeme substituci, ktera
nahradi argumenty funkci.

cosa —2sinacosa =10

cosa(l1—2sina) =0

— Dale pouzijeme vzoretek sin2x = 2 sin x cosx
a vytkneme kosinus.

Nulové body:

cosa=0

Ur¢ime nulové body, ¢imZz nam vzniknou
dv€é samostatné goniometrické
Jejich vysledky posléze sjednotime.

rovnice.

Do nové vzniklych rovnic dosadime zpatky

. . 1
1—251na=0—>sma=2

Dosazeni zpatky do substituce:

substituci, ¢imz dostaneme tvary, které lze
vytesit pomoci jednotkové kruznice.

x T T Pottebujeme zjistit, kdy cosx se rovna nule,
-_—= // \\ r v v . o 9 .
COSy = 0 / vime, ze vzdy v g, a to jednou za pil kruznice.
x T “-"" - Tento vysledek dame do rovnosti s argumentem
4 = 2 + km funkce, kde nasledné¢ vyjadiime nezndmou X,
\ ¢imz  dostaneme  konecné¢  feSeni  této
x = 2m + 4km g e goniometrické rovnice.
x 1 Zde pottebujeme nalézt na kruznici, kdy sinx
Sy =5 se rovna % Vime z tabulky pro goniometrické
, m funkce, ze je to vuhlu %. Pomoci osové
—=—+2kn )
4 6 1> soumérnosti pifes vodorovnou pilici osu
2 pifeneseme bod na druhou stranu, ¢imz nam
X1 = §Tl' + 8km vznikne druhé feSeni. Oba body se opakuji
V kruznici vzdy jednou za jedno kolo, tudiz
k obéma hodnotam pfi¢teme 2kt
2 =Zm+2kn -
4
X3 = En + 8kt Celkové feseni zapisujeme ve tvaru: K = Upez{x1; x5}
3 — kde misto x; a x, dosadime vysledné hodnoty
v radianech.
2 10
K = U {Zn + 4km; §7r + 8km; ?n + 8k1r}

keZ

Skola: Gymnéazium J. K. Tyla
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Roc¢nik: 2.

1—cos2x = sin2x - sinx Nejdiive pouzijeme vzoreéek cos 2x = cos? x — sin? x
a sin2x = 2 sin x cos x. Nasledn¢ jesté nejzakladnéjsi
vzoreSek sin?x —cos?x =1, ktery si patficnd

1 — (1 —sin?x) + sin? x = 2sin? x cos x upravime.

1 —cos? x + sin? x = 2sin x cos x - sin x

2sin?x = 2sin?xcosx  /:2

2 g2 . , L .
SInN® X = SIN™ X COS x Rovnici upravime, vSe prevedeme na jednu stranu a
. . vytkneme sin? x. Dale pouZijeme opét vzorefek sin?x —
sin“x —sin“xcosx =0 5 o ) "

cos?x =1, ¢imz dostaneme tvar, na ktery pouZijeme
sin?x (1 —cosx) =0 algebraicky vzorec a? — b? = (a — b)(a + b). Ted ur¢ime

nulové body, ¢imZ dostaneme dv€ nové goniometrické

2 —
(1 —cos*x)(1 ~cosx) =0 rovnice, pi¢emz jejich vysledky posléze sjednotime.

(1—=cosx)(1+cosx)(1—cosx)=0

Nulové body: // \ Potiebujeme zjistit, kdy je kosinus roven jedné,
cosx = 1 ‘ z tabulky pro goniometrické funkce vime, Ze je to

\ ] [ pro uhel 0, ktery se opakuje pouze jednou za jedno
x=0+2kmr / kolo.

l\\ ~ ,/// :

cosx = —1 / \

'/ Z tabulky pro goniometrické funkce zjistime, kdy
x =1+ 2km % — se kosinus rovnd minus jedné, je to tedy uhel m,

‘f_\ __ / ktery se opakuje vzdy jednou za jedno kolo.

Vysly nam dvé teSeni, které ale lze spojit v jedno
(Casto nutné je spojit). Jak vidite na obrazku vlevo,
— tak body jsou od sebe vzdaleny pilku kruznice,
takze staci zapsat jeden bod a k nému ptidat (pficist)
krt, tedy O + krt, pfiCemz nula se obvykle nepise.

/”/> Celkové teseni zapisujeme ve tvaru: K = Uyez{xq; x5}
K= U{k”} — kde misto x; a x, dosadime vysledné hodnoty
kez v radianech.

Priklady pouzity z:
ODVARKO, Oldrich. Matematika pro gymndzia: Goniometrie. 4. vyd. Havlickiiv Brod: Prometheus, 2008.
ISBN 978-80-7196-359-2.
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